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摘 要：基于激励函数的Lipschitz条件，研究了一类分数阶RNNs神经网络模型平衡点的存在唯一性。结合不

等式技巧，得到了该系统平衡点的有限时间稳定性的一个充分条件，并给出一个实例说明结果的有效性。
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Finite-time-stability of a class of fractional order
recurrent neural networks
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Abstract：Based on Lipschitz condition of activation functions，a class of fractional-order recurrent neu⁃
ral networks is discussed. Combining with inequality technique，the existence，uniqueness and finite-
time-stability of the solutions for this model are studied. An example is given to ensure the main results
in the last.
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John Hopfield［1］在 1982年引入能量函数，研究了一类具有固定权值的递归神经网络（Recurrent Neu⁃
ral Networks，RNNs），

dui
dt = -

ui
Ri

+∑
j = 1

n

wij fj (uj ) + Ii
的稳定性并付诸电路实现。由于RNNs在信号处理、联想记忆、优化与控制、人工智能等诸多领域有着非

常重要的应用，引起全世界大量学者的广泛关注（参见文献［2-13］及其所引文献），有数据显示该文被

引次数已突破1. 8万次。如文献［2］的作者基于全局Lipschitz连续激励函数，研究了一类时滞网络
dxi ( t )
dt = -ci xi ( t ) +∑

j = 1

n

aij f j ( xj ( t - τj )) + Ii， t ≥ 0， xi ( t ) = φi ( t )， -τ ≤ t ≤ 0
平衡点的全局指数稳定性。2007年，文献［3］考虑了一类连续时间的RNNs

dxi ( t )
dt = -ci xi ( t ) +∑

j = 1

n

aij f j ( xj ( t ) ) + Ii ，
它不要求互连矩阵的对称性，给出了该模型平衡点稳定的一些充分条件。

2009年，李冠军等［4］借助于非光滑分析，研究了时滞RNN模型
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dxi ( t )
dt = -ci xi ( t ) +∑

j = 1

n

aij f j ( xj ( t ) ) +∑
j = 1

n

bij gj ( xj ( t - τ ) ) + Ii ，
得到了一些充分条件确保平衡点是全局渐近稳定的。张建海等［5］认为大多数RNNs都可以转化为标准神经

网络模型（SNNM），利用 SNNM的结论对常见的一类RNNs的鲁棒稳定性进行分析。文献［6］的作者构

造一个特殊函数，分析了一类连续分布时滞RNNs的概周期解。

张际雄等［7］于2014年考虑了一类时变时滞的递归神经网络
dxi ( t )
dt = -ci xi ( t ) +∑

j = 1

n

aij f j ( xj ( t ) ) +∑
j = 1

n

bij gj ( xj ( t - τ ( t ) ) ) + Ii .
结合 Lyapunov函数方法和线性矩阵不等式（LMIs）技巧，得到全局渐进稳定的两个充分条件。同年，文

献［8］的作者研究了一类随机时滞RNN模型的指数稳定性。

2015年，邢广霞等［9］用Wirtinger不等式和倒凸组合法研究了带有时变时滞的RNN的稳定性问题。

赵宁等［10］应用M-矩阵的性质和时滞微分不等式技巧，于 2016年对一类具多比例时滞的RNN模型的全局

指数稳定性进行研究。2019年，文献［11］的作者运用对角（半）稳定矩阵，构造合适的 Lyapunov泛函

及时滞微分不等式，对于一类比例时滞递归神经网络的全局渐近稳定和全局指数稳定进行了探索。文献

［12］研究了一类忆阻递归神经网络，应用数学工具分析了它的稳定性问题。刘凤秋［13］利用线性矩阵不

等式和 Lyapunov泛函理论，研究一类忆阻递归神经网络（MRNNs） 平衡点的全局指数稳定性。

1998年，Anastasio［14］把分数阶微积分引入到神经网络模型，又引起不少人的研究兴趣，参见文献

［15-17］及所引参考文献。文献［18-19］的作者研究了分数阶微分差分方程的边值问题，获得了解的存

在唯一性及Ulam稳定性的一些充分条件。而据我们所知，很少有人研究分数阶RNNs模型。基于上述讨

论，本文主要考虑变系数的时变时滞的分数阶RNNs模型

Dαxi ( t ) = -ci ( t ) xi ( t ) +∑
j = 1

n

aij ( t ) fj ( xj ( t ) ) +∑
j = 1

n

bij ( t )gj ( xj ( t - τ ) ) + Ii ( t )， （1）
其中 0 < α < 1，i = 1，2，⋯，n。n ( ≥ 2)是网络中神经元的个数；xi ( t )表示第 i个神经元的状态变量，fi ( ⋅ )，
g ( ⋅ )为激励函数；τ ≥ 0是表示时滞常量，ci ( t )，aij ( t )，bij ( t )是联接权值函数，Ii ( t )表示第 i个神经元的外部

输入函数。

1 预备知识

模型（1）的初始条件为
xi ( t ) = ϕi ( t )，t ∈ [ -τ，0 ]，i = 1，2，⋯，n， （2）

其中 ϕ ( t ) = (ϕ1 ( t )，ϕ2 ( t )，⋯，ϕn ( t ) )T ∈ C ( [ -τ，0 ]，Rn )，ϕi ( t ) ∈ C ( [ -τ，0 ]，R)，这里 C ( [ -τ，0 ]，R)表示所有

从 [ -τ，0 ]到R连续函数的全体。C ( [ -τ，0 ]，Rn )显然是 Bananch空间，定义范数为 ϕ ( t ) =∑
i = 1

n

|| ϕi ( t ) ，而

| ϕi ( t ) | = sup
t ∈ [ -τ，0 ]{ϕi ( t )}。

定义 1［2］ Φ：Rn → Rn 的一个 1 ⁃1映射 （这里指单射），若 Φ是映上的，Φ ∈ C0，且它的逆映射

Φ-1 ∈ C0，则称Φ是Rn → Rn上的同胚。

定义2［18］ 函数 y ( t )：(0，∞) → R的α分数阶积分定义为

I α y ( t ) = 1
Γ(α ) ∫0t ( t - s)α - 1 y ( s)ds，

其中 t > 0，0 < α < 1，Γ( s) = ∫0∞ ts - 1e-tdt。
定义3［18］ 函数 y ( t )：(0，∞) → R的α阶Caputo分数阶导数定义为

Dαy ( t ) = 1
Γ(1 - α ) ∫0t ( t - s)-α y′( s)ds，

其中 t > 0，0 < α < 1。
定义 4［16］ 对于模型 （1） 的平衡点 x*，若对 ∀ε > 0，存在 0 < δ < ε，使得当初始值 （2） 满足

175



第 60卷中山大学学报（自然科学版）

 ϕ - x* < δ时，模型 （1） 的任意解 x ( t ) = ( x1 ( t )，x2 ( t )，⋯，xn ( t ) )T 对 ∀t ∈ [ t0，t0 + T ] = ω，有  x - x* < ε
成立，则称平衡点 x*关于{t0，δ，ε，ω}是有限时间稳定。

引理1［2］ 若Φ( x ) ∈ C0，且满足

（i） Φ ( x )是Rn → Rn上的单射；

（ii）当 x → ∞时，有 Φ ( x ) → ∞.

则Φ ( x )是Rn → Rn上的同胚。

引理2［17］ 设 x ( t )，y ( t ) ∈ C ( [ 0，∞)，Rn )，0 < α < 1，则有

（i） DαIα x ( t ) = x ( t )；
（ii） I αDα x ( t ) = x ( t ) - x (0 )；
（iii） Dα (ax ( t ) + by ( t ) ) = aDα ( x ( t ) ) + bDα ( y ( t ) )，a，b ∈ R .
由 Jensen不等式，令 f ( y ) = ym (m > 1)，易得下列引理。

引理3 若 y1，y2，⋯，yn是非负实数，则对任意实数m > 1，有

( y1 + y2 + ⋯ + yn
n )

m

≤ ym1 + ym2 + ⋯ + ymn
n

.
等号成立当且仅当 y1 = y2 = ⋯ = yn。

为了证明本文的结果，先给出下列假设：

（A1） 激励函数 fi ( x )，gi ( x )连续满足 fi (0 ) = 0，gi (0 ) = 0，且存在常数Li，Ki，使得

| fi ( x ) - fi ( y ) | ≤ Li | x - y |， | gi ( x ) - gi ( y ) | ≤ Ki | x - y |，∀x，y ∈ R，i = 1，2，⋯，n；

（A2） ci ( t ) > 0，aij ( t ) ≥ 0，bij ( t ) ≥ 0是连续函数。为了方便，全文使用以下记号

ci = inft ≥ t0 | ci ( t ) |， aij = sup
t ≥ t0

| aij ( t ) |， bij = sup
t ≥ t0

| bij ( t ) | .

2 主要结果

先讨论模型（1）的平衡点的存在唯一性。定义映射
Φ( x ( t ) ) = -C ( t ) x ( t ) + A( t ) f ( x ( t ) ) + B ( t )g ( x ( t - τ ) ) + I ( t )，

其中

C ( t ) = diag (c1 ( t )，c2 ( t )，⋯，cn ( t ) )，x ( t ) = ( x1 ( t )，x2 ( t )，⋯，xn ( t ) )T，A( t ) = (aij ( t ) )，
B ( t ) = (bij ( t ) )，f ( x ( t ) ) = ( f1 ( x ( t ) )，f2 ( x ( t ) )，⋯，fn ( x ( t ) ) )T，

g ( x ( t - τ ) ) = (g1 ( x ( t - τ )，g2 ( x ( t - τ )，⋯，gn ( x ( t - τ ) ) )T，I ( t ) = ( I1 ( t )，I2 ( t )，⋯，In ( t ) )T .
引理4 假设（A1） ~（A2）成立，且满足

ci -∑
j = 1

n

Liaji -∑
j = 1

n

Kibji > 0， i = 1，2，⋯，n， （3）
则对每一外部输入 I，映射Φ是Rn上的同胚。

证明 显然Φ( x ) ∈ C0。下面证明映射Φ是单射，只需证明对∀x，y ∈ Rn，x ≠ y，有Φ( x ) ≠ Φ( y )，
Φ i ( xi ) - Φ i ( yi ) = -ci ( t ) ( xi - yi ) +∑

j = 1

n

aij ( t ) [ fj ( xj ) - fj ( yj ) ] +∑
j = 1

n

bij ( t ) [ gj ( xj ) - gj ( yj ) ] .
令 si = sgn ( xi - yi )，用 si乘上式两边有

si [Φ i ( xi ) - Φ i ( yi ) ] = -ci ( t ) si ( xi - yi ) +∑
j = 1

n

aij ( t ) si [ fj ( xj ) - fj ( yj ) ] +∑
j = 1

n

bij ( t ) si [ gj ( xj ) - gj ( yj ) ] .
由假设（A1） ~（A2）有
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∑
i = 1

n

si [Φ i ( xi ) - Φ i ( yi ) ] =∑
i = 1

n { -ci ( t ) si ( xi - yi ) +∑
j = 1

n

aij ( t ) si [ fj ( xj ) - fj ( yj ) ] +∑
j = 1

n

bij ( t ) si [ gj ( xj ) - gj ( yj ) ] }

≤ -∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úúci || xi - yi -∑

j = 1

n

aji || fi ( xi ) - fi ( yi ) -∑
j = 1

n

bji || gi ( xi ) - gi ( yi )

≤ -∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úúci -∑

j = 1

n

Liaji -∑
j = 1

n

Kibji || xi - yi .

由条件（3），至少存在一个 i，使得 ci -∑
j = 1

n

Liaji -∑
j = 1

n

Kibji > 0，从而

-∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úúci -∑

j = 1

n

Liaji -∑
j = 1

n

Kibji | xi - yi | < 0，

即∑
i = 1

n

si [Φ i ( xi ) - Φ i ( yi ) ] < 0，而Φ i ( xi ) ≠ Φ i ( yi )，故Φ( x ) ≠ Φ( y )。所以Φ是单射。

再证明当 x → ∞时，有 Φ( x ) → ∞。
由于

∑
i = 1

n

si (Φ i ( xi ) - Φ i (0 ) ) =∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úú-ci ( t ) si xi +∑

j = 1

n

aij ( t ) si fj ( xj ) +∑
j = 1

n

bij ( t ) si gj ( xj )

≤ -∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úúci || xi -∑

j = 1

n

aij || fj ( xj ) -∑
j = 1

n

bij || gj ( xj )

≤ -∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úúci -∑

j = 1

n

aji Li -∑
j = 1

n

bji Ki || xi ，

令λ = min1 ≤ i ≤ n{ci -∑
j = 1

n

aji Li -∑
j = 1

n

bji Ki}，由（3）式知λ > 0，有

∑
i = 1

n

si (Φ i ( xi ) - Φ i (0 ) ) ≤ -∑
i = 1

n

λ || xi = -λ x ，

从而

 Φ( x ) +  Φ(0) = |∑
i = 1

n

siΦ i ( xi ) | + |∑
i = 1

n Φ i (0 ) | ≥ |∑
i = 1

n

si (Φ i ( xi ) - Φ i (0 ) ) | ≥ λ x ，

所以 Φ( x ) ≥ λ x -  Φ(0) ，由此可得：当 x → ∞时，有 Φ( x ) → ∞。
综上，由引理1可知Φ是Rn上的同胚。

定理1 假设（A1） ~（A2）成立，且满足条件（3），则模型（1）存在唯一的平衡点。

证明 若 x*是模型（1）的一个平衡点，则有

Dα ( x*i ) = -ci ( t ) x*i +∑
j = 1

n

aij ( t ) fj ( x*j ) +∑
j = 1

n

bij ( t )gj ( x*j ) + Ii ( t ) = 0，
现考虑映射Φ = (Φ1，Φ2，⋯，Φn )T：Rn → Rn，其中

Φ( xi ( t ) ) = -ci ( t ) xi ( t ) +∑
j = 1

n

aij ( t ) fj ( xj ( t ) ) +∑
j = 1

n

bij ( t )gj ( xj ( t - τ ) ) + Ii ( t ) .
由引理4知Φ是Rn上的同胚，因此方程（1）存在唯一的平衡点 x* ∈ Rn，使得Φ( x* ) = 0。证毕。

定理2 假设（A1） ~（A2）成立，对∀ε > 0，存在 δ，有0 < δ < ε，且满足以下条件

δ ( 2v - 1 ( )Λe(Λ + v ) t + v
v + Λ )

v-1

< ε， t ∈ Ω， （4）

其中Λ = 2v - 1 (λuΓ ( )uα - u + 1
Γ(α )uuuα - u + 1 )

v
u

，λ = min1 ≤ i ≤ n{ci -∑
j = 1

n

aji Li -∑
j = 1

n

bji Ki} > 0，u > 1，v > 1，则模型 （1） 的唯一

平衡点 x*关于{t0，δ，ε，Ω}是有限时间稳定。
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证明 若 x*是模型（1）的平衡点，则显然有

Dαx*i = -ci ( t ) x*i +∑
j = 1

n

aij ( t ) fj ( x*j ) +∑
j = 1

n

bij ( t )gj ( x*j ) + Ii ( t ) .
设 x ( t ) = ( x1 ( t )，x2 ( t )，⋯，xn ( t ) )T是模型（1）的满足初始条件（2）的任意解，从而

Dα (xi ( t ) - x*i ) = Dαxi ( t ) - Dαx*i

= -ci ( t ) [ ]xi ( t ) - x*i +∑
j = 1

n

aij ( t ) [ ]fj ( xj ( t ) ) - fj ( x*j ) +∑
j = 1

n

bij ( t ) [ ]gj ( xj ( t - τ ) ) - gj ( x*j ) ，

由引理2，得

xi ( t ) - x*i = Dα{ - ci ( t ) [ xi ( t ) - x*i ] +∑
j = 1

n

aij ( t ) [ ]fj ( xj ( t ) ) - fj ( x*j ) +∑
j = 1

n

bij ( t ) [ ]gj ( xj ( t - τ ) ) - gj ( x*j ) }
= xi (0 ) - x*i + 1

Γ(α ) ∫0t ( t - s)α - 1{-ci ( s) ( )xi ( s) - x*i +∑
j = 1

n

aij ( s) ( )fj ( xj ( s) ) - fj ( x*j )

}+∑
j = 1

n

bij ( s) [ ]gj ( xj ( s - τ ) ) - gj ( x*j ) ds，
用 si乘上式两边有

si (xi ( t ) - x*i ) = si (xi (0 ) - x*i ) + 1
Γ(α ) ∫0t ( t - s)α - 1 {-ci ( s) si ( )xi ( s) - x*i +∑

j = 1

n

aij ( s) si ( )fj ( xj ( s) ) - fj ( x*j )

}+∑
j = 1

n

bij ( s) si [ ]gj ( xj ( s - τ ) ) - gj ( x*j ) ds .
由假设（A1） ~（A2），可得

 x ( t ) - x* =∑
i = 1

n

|| xi ( t ) - x*

≤∑
i = 1

n

|| xi (0 ) - x*i - 1
Γ(α )∑i = 1

n ∫0t ( t - s)α - 1{ci || xi ( s) - x*i -∑
j = 1

n

aij || fj ( xj ( s) ) - fj ( x*j )

}-∑
j = 1

n

bij ( s) || gj ( xj ( s) ) - gj ( x*j ) ds

≤  x (0 ) - x* - 1
Γ(α )∑i = 1

n ∫0t ( t - s)α - 1 ( )ci -∑
j = 1

n

Liaji -∑
j = 1

n

Kibji || xi ( s) - x*i ds

≤  x (0 ) - x* - 1
Γ(α ) ∫0t ( t - s)α - 1 λ∑i = 1n || xi ( s) - x*i ds

=  x (0 ) - x* - 1
Γ(α ) éëê ù

û
ú∫0t ( t - s)α - 1 λes ⋅ [ ]e-s  x ( s) - x* ds

≤  x (0 ) - x* + 1
Γ(α ) éëê ù

û
ú∫0t ( t - s)α - 1 λes ⋅ [ ]e-s  x ( s) - x* ds .

令u = 1 + α，v = 1 + 1
α
，易知u > 1，v > 1，且u + v = 1。由Höder不等式，可得

 x ( t ) - x* ≤  x (0 ) - x* + 1
Γ(α ) éëê∫0t ( t - s)uα - u eusλudsùûú

1
u ⋅ é

ë
ê∫0t e-vs  x ( s) - x* vdsù

û
ú

1
v
，

而且

∫0t ( t - s)uα - u eusλuds = eutλu ∫0t γuα - u euγdγ ≤ λueut
uuα - u + 1

Γ(uα - u + 1)，
所以

 x ( t ) - x* ≤  x (0 ) - x* + 1
Γ(α )

é
ë
ê
λueut
uuα - u + 1

Γ(uα - u + 1) ù
û
ú

1
u ⋅ é

ë
ê∫0t e-vs  x ( s) - x* vdsù

û
ú

1
v .
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由引理3，可得

 x ( t ) - x* v ≤ 2v - 1  x (0 ) - x* v + 2v - 1 é
ë
êê
λueutΓ(uα - u + 1)
uuα - u + 1Γ(α )u

ù

û
úú

v
u ⋅ ∫0t e-vs  x ( s) - x* vds，

因此有

 x ( t ) - x* ve-vt ≤ 2v - 1e-vt  x (0 ) - x* v + Λ ∫0t e-vs  x ( s) - x* vds .
由Gronwall不等式，可得

 x ( t ) - x* ve-vt ≤ 2v - 1e-vt  x (0 ) - x* v + ∫0t 2v - 1Λe-vs  x (0 ) - x* veΛ( t - s)ds
≤ 2v - 1 (ΛeΛt + ve-vt )

v + Λ  x (0 ) - x* v
，

即

 x ( t ) - x* ≤ é

ë
ê
2v - 1 (Λe( v + Λ) t + v )

v + Λ
ù

û
ú

1
v

 x (0 ) - x* .
从而当 x (0 ) - x* < δ，有 x ( t ) - x* < ε，故模型（1）的唯一平衡点 x*关于{t0，δ，ε，ω}是有限时间稳

定的。证毕。

3 实 例

例1 考虑如下两个神经元的分数阶RNNs模型

Dαxi ( t ) = -ci ( t ) xi ( t ) +∑
j = 1

2
aij ( t ) fj ( xj ( t ) ) +∑

j = 1

2
bij ( t )gj ( xj ( t - τ ) ) + Ii ( t )， （5）

其中 fi ( xi ( t ) ) = g ( xi ( t ) ) = tanh ( t )，i = 1，2。I ( t ) = (0.5 0.6) T，C ( t ) = (1.58 1.62) T，τ = 0.5，
A( t ) = (aij ( t ) ) = ( )0.45sin t -0.35cos t

0.38sin t 0.44cos t ，B ( t ) = (bij ( t ) ) = ( )0.24sin t -0.3cos t
0.23cos t 0.21sin t .

不难得出激励函数 fi ( xi ( t ) )，gi ( xi ( t ) )满足条件（A1），且有Li = Ki = 1，( i = 1，2)。
当α = 0.86时，易求得u = 1.86，v = 2.262 8，

c1 - L1∑
j = 1

2
aj1 - K1∑

j = 1

2
bj1 = 0.28 > 0，c2 - L2∑

j = 1

2
aj2 - K2∑

j = 1

2
bj2 = 0.32 > 0 .

由定理1可知，模型（1）有唯一的平衡点 x*。易知λ = min1 ≤ i ≤ n{ci -∑
j = 1

n

aji Li -∑
j = 1

n

bji Ki} = 0.28，所以

Λ = 2v - 1 (λuΓ ( )uα - u + 1
Γ(α )uuuα - u + 1 )

v
u = 21.262 8 × (Γ(0.739 6)1.860.739 6 )

1.262 8
× ( 0.28
Γ(0.86) )

2.262 8

= 2.399 6 × 0.783 25 × 0.044 9 = 0.084 4 .
由 δ ( 2v - 1 ( )Λe(Λ + v ) t + v

v + Λ )
v-1

< ε，可得到估计式 t < 1
v + Λ

é

ë
êêln (( εδ )

v

⋅ v + Λ2v - 1 - v) - lnΛùûúú。
如若取ε = 0.195，δ = 0.078 5，可得时间 t的估计值为1. 772，则由定理2可知，模型（5）的唯一平衡

点 x*关于{ t0，δ，ε，ω } = { 0，0.078 5，0.195，1.772 }是有限时间稳定。

若取ε = 0.025，δ = 0.006 8，可得时间 t的估计值为 2. 244，则由定理 2可知，模型（5）的唯一平衡点

x*关于{ t0，δ，ε，ω } = { 0，0.006 8，0.025，2.244 }是有限时间稳定。
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